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1 はじめに

近年，日本で江戸時代に流行した数学（和算）が，現

代数学でも証明の難しい問題を多く含んでいるため注

目されている．有名なのは，円理という一分野におけ

る円周率の高精度な近似計算（文献 [1]）などである．

本稿では，辺の長さなどから角度の近似値を求めるた

めの冪級数展開の公式について，和算中期から現代ま

で一般的である計算と和算初期に存在した三元率を用

いた手法を比較する．三元率は，幾何学的な図形分割

による長さを全て無限級数で表して求めており，特に

内元率の結果から美しい恒等式 (9)の存在も予想でき

た．現代では，多項式補間やエイトケン補外などより

速い計算アルゴリズムの研究も盛んであるが，数論や

複素解析の初等的な基礎知識として本問題をまとめる．

2 単純な無限等比級数の収束

単純な例として，式 (1)の等比級数を定義する．

Fn[t] = (1−t)

n∑
i=0

ti = 1−tn+1 (where 0 < t < 1) (1)

例えば，自然数 nに対するFn[0.3]・Fn[0.6]・Fn[0.8]・

Fn[0.9]の値（と包絡線）を図 1に示すと，いずれも

lim
n→∞

Fn[t] = 1 に収束していくのがわかる．収束速

度の比較については，初期値が大きい方や変化量の比∣∣∣Fn+1[t]−Fn[t]
Fn[t]−Fn−1[t]

∣∣∣が小さい方などと一概に言うのは難しい．

図 1: 異なる公比による等比級数の収束速度の違い

3 逆正弦関数のテイラー展開

アークサインは，文献 [2]より式 (2)で近似できる．

θn[x] ∼
n∑

i=0

(2i
i

)
x2i+1

4i(2i+ 1)
lim−−−−−→

n→∞ Sin−1x (where −1 < x < 1) (2)

導出方法は，x′ = sin θ としたとき， dθ
dx′ = 1√

1−x′2

であることから，ニュートンの一般化二項定理による

無限級数をふまえ定積分 θ =
∫ x

0

(
dθ
dx′

)
dx′で得られる．

図 2: 角度の近似値を求めるための辺の長さと扇形

問題を図 2のようにモデル化すれば，半径 rと弦の

半分 a0 から角度を θ = Sin−1
(
a0

r

)
で求めるのがまず

考えられる．さらに，c0 = r

(
1−

√
1−

(
a0

r

)2)
から，

ak

r =

√√√√√ 1−

√
1−

(
ak−1

r

)2

2
なので，式 (3)で一般化できる．

θn
[ak

r

]
∼ 2k

(
ak

r
+ · · ·+ (2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)

(ak

r

)2n+1
)

(3)

ちなみに，自然数 k が 1以上のとき，ak

r =
√

ck−1

2r

や ck
r = 1−

√
1− ck−1

2r も成り立つことも後で用いる．

4 半角の逆正接関数の冪級数

アークタンジェントの冪級数展開も，前節と同様な

導出方法で求められる．このマーダヴァ・グレゴリー・

ライプニッツ級数と呼ばれる通常の式 (4)は，円周率

の近似値を求める際に収束が遅いことが知られている．

θn[y] ∼
n∑

i=0

(−1)iy2i+1

2i + 1

lim−−−−−→
n→∞ Tan−1y (where −1 < y < 1) (4)

図 2のモデルを考えれば，式 (5)で一般化できる．

θn

[
ck
ak

]
∼ 2k+1

(
ck
ak

− · · ·+ (−1)n

2n+ 1

(
ck
ak

)2n+1
)

(5)

5 和算初期に存在した三元率

和算初期の円理は，本多利明いわく関孝和・建部賢弘・

久留島義太・松永良弼・山路主住の功績によって，『弧背

詳解』[3, p.351]の三元率 (7)になったとされる．本稿

でも，松永良弼『円理乾坤之巻』[3, pp.補遺 168–170]

に習って，主に図 2の直径 2rと矢 c0 を用いて表す．
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まず，|X| < 1で 1−
√
1−Xを展開し式 (6)を得る．

（二斜矢・甲矢）c1 = r
∞∑
i=0

(2i− 1)!!

(2i+ 2)!!

( c0
2r

)i+1

(6)

次に，文献 [5]のような冪級数を合成する手法によっ

て，式 (6)から繰り返し 2k−1斜矢 ck−1まで係数を導

出し，文献 [4]の結果から式 (7)になったと推察する．

ck−1 ∼ r

22k−4

∞∑
i=0

((2i)!!)
2∏i

j=0(2j + 1)(2j + 2)

( c0
2r

)i+1

(7)

（2k 面斜）ak =

√
r

2
ck−1 ∼ a0

2k

∞∑
i=0

(2i)!!

(2i+ 1)!!

( c0
2r

)i
最終的には，折術 sin

(
θ
2n

)
< θ

2n < tan
(

θ
2n

)
から，内

元率 θn [内] ∼ 2n
(
an

r

)
，中元率 θn [中] ∼ 2n+1

(an+1

r

)
，

外元率 θn [外] ∼ 2n+1
(

cn
an

)
で式 (8)を得たと考える．

θn [内] ∼a0
r

(
1 + · · ·+ (2n)!!

(2n+ 1)!!

( c0
2r

)n)
(8)

θn [中] ∼2a1
r

(
1 + · · ·+ ((2n− 1)!!)

2∏n
j=1 2j(2j + 1)

( c0
2r

)n)

θn [外] ∼2c0
a0

(
2− 1− · · · −

∏n
j=1 2

j

(2n+ 1)!!

( c0
2r

)n)
この内元率を詳しく計算すると，式 (9)のような一

見各係数の異なる冪級数展開の恒等式が予想できる．

Sin
−1

X =

∞∑
n=0

(2n − 1)!!X2n+1

(2n)!!(2n + 1)
≡

√
1 − X2

∞∑
n=0

(2n)!!X2n+1

(2n + 1)!!
(9)

ちなみに，和算中期の安島直円『弧背術解』[3, p.340]

で現代と同様の区分求積による冪級数展開が得られて

おり，和算後期には精度は悪いがより計算しやすい近

似式（弧矢弦術 (rθ)
2 ∼ a20 + N

4 c
2
0 の式を角によって

N ∼ 5から変えて使う等）が出回っていたようだ．

6 θ = π
3での級数近似の収束比較

図 3は，式 (3)の θn
[
a1

r

]
を赤，式 (5)の θn

[
c1
a1

]
を

青，式 (7)での θnを緑，式 (8)の θn [内]を紫・θn [中]

を黄・θn [外]を水色としてグラフ化した結果である．

図 3: 各級数近似での原数から第 n差までの比較

収束速度を比較するために，理論値からの誤差を 4n

倍したズレをグラフ化すれば，図 4のようになった．

図 4: 各級数近似 6手法の理論値からのズレの比較

特筆すべきは，厳密な無限級数展開である式 (3)と

同様の値が出ている式 (7) （建部賢弘『綴術算経・円

理綴術』[3, p.227]から）と中元率（宅間能清『宅間流

円理二巻』[3, p.234]から）である．現代でも一般的で

ない近似式を経ても正しく値が求まっており，内元率

の式 (9)で合成した各係数も全て一致しそうではある．

7 おわりに

本稿では，冪級数展開における現代と和算での違い

の一例について比較した．これら形式的冪級数の係数変

換について，文献 [6]の数式処理システムMathematica

には少し実装されているが，Mizarや Coqなどの証明

検証システム [7]で厳密に確認できれば，今後の和算

研究などに有用だと感じるため，より詳しく調べたい．
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